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Resume : Dans ce travail on etudie une classe d'equivalence formelle 
d'un D-module d'Airy, qu'on compare avec une classe d'equivalence 
analytique. On calcule les facteurs determinants d'un operateur d'Airy 
de bidegre (n, m) et on precise les coefficients de l'operateur qui in- 
terviennent dans la determination des facteurs determinants. On 
donne enfin, le modele canonique, voir [BV1], d'un operateur d'Airy 
de bidegre (n, m). 

, Soit k un corps de caracteristique zero algebriquement clos, A\= Spec(k[x}) 

la ligne affine sur k, d — V = k[x,d] l'algebre de Weyl, si P(x) = £™ =0 aiX* 
6 k[x], alors P(d) — S" =0 aid 1 est l'operateur differentiel correspondant (a 
■ coefHcients constants) sur A\. 

On appelle operateur d'Airy de bidegre (n, m) tout operateur differentiel de 
V de la forme P n (d) + Qm{x), ou P n (x) et Q m {x) sont deux polynomes de k[x] 
de degres respectifs n et m. Le D-module correspondant V/T>(P n (d) +Q m (x)) 
est appele D- module d'Airy de bidegre (n,m). 
k> , Dans la suite on prendra k = C et K = C((x)) le corps des series formelles 

j_i ■ a coefficients complexes. Si Viet V% sont deux Z3-modules d'Airy de bidegre 

{11,111), M\ et Mi les systemes differentiels lineaires d'ordre 1 associes; on dira 
que Vi est formellement equivalent a V2 si et seulement si 3 P € Gl(n, K) telle 
que : 

M 2 = P- 1 M ± P -P^dP. 

Ce qui veut dire que si Y est une solution formelle de dY — M 2 Y alors Z = PY 
est une solution formelle de dZ — M\Z. 

Une classe d'equivalence formelle contient une classe d'equivalence analy- 
tique. 
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On se propose d'etudier une classe d'equivalcncc formcllc d'un Z?-modulc 
d'Airy. Dans le paragraphe 1 on donne l'expression des facteurs determinants 
d'un operateur d'Airy de bidegre (n, m) et les coefficients de F operateur qui 
determinent ces facteurs, on calcule egalement les valeurs propres de la mon- 
odromic formelle. Dans le paragraphe 2 on donne lc modele canoniquc [BV1] 
d'un operateur d'Airy. 

1. Facteurs determinants . 

1.1. 

Soit K = C((x)) le corps des series formelles a coefficients complexes muni 
de sa derivation usuelle d = et de sa valuation x-adique v. Soit K la cloture 
algebrique de K, la valuation et la derivation s'etendent de facon unique a K. 

Soit 

n 

L=d n +J2 (a, G K) 

i=0 

uii operateur differentiel a coefficients dans K. On suppose que les at sont 
analytiques dans un voisinage de zero sauf en zero et que zero est un pole d'ordre 
fini des a*, le theorcmc de Hukuhara et Turrittin montre l'existence d'une base 
de n solutions, de l'equation differentielle L(u) = 0, Ui,...,u n de la forme: 

Ui(x) = expQi(x)x x 'Vi(x) (i = l, n) 

oil Qi(x) est un polynome en x _1 / e sans terme constant (e entier naturel), A; 
est un nombre complcxe et: 

ni 

v i( x ) = ^2 v i,j( x )( L °9 x y 
3=0 

OU 

oc 

Vi,j = v i,j,kX k/e G K 

Les Qi sont appeles facteurs determinants de L, exp(2iir\j) est une valeur propre 
de la partie de la monodromie formelle de L attachee a Qj. La multiplicite d'un 
facteur determinant Q, est par definition, le nombre d'indice i verifiant Qi = Q. 
Si, il existe j £ {1,..., n} verifiant: v(a,i)—i > v(aj)—j, pour tout i dans {1,..., n}, 
et v(ai)—i > v(a,j)—j, pour i > j. Alors, n— j est appelle "indice caracteristique" 
de L et j represente la multiplicite de comme facteur determinant de L. On 
dit qu'un facteur determinant Q ^ est de caracteristique fc-uple pour L, si, il 
existe exactement k facteurs determinants Qi i: Qi k de L verifiant: 

v(Qi } - Q) > v(Q) (j = l,...,k) 



2 



L'operateur L est dit de caracteristique k-wple s'il existe un facteur determinant 
de caracteristique fc-uple et si les autres sont de caracteristique s-uple avec s < 
k. Autrement, soit: 

P L (x,X) = ^ =Qaj (x)Xj (a n = 1) 

Le symbole de L. II est clair qu'il existe n fonctions complexes, ^(x),..., 
£„(x),dans K, continue au voisinage de zero sauf en zero tels que: 

n 

P L (x,X) = l[(X-Z j (x)) 

i=i 

La caracteristique de L est simple si on a le resultat suivant: Soit £j(x) et 
£k(x) deux branches non bornees de zero de Pl tels que x£j(x) est bornee et 

£j(x)/£k(x) ► 1 quand x — > 0, alors j = k. 

Soit £,j(x) — ~Yl l C k = N(j) a j-k xk ^ q (j — 1) ■■■,n) le developpement formelle de 
Puiseux de £j{x), ctj.jvy) ^ 0, soit I — {j tel que N(j)/q < —1}, la car- 
acteristique de L est simple si les otj,N(j), pour j G /, sont deux a deux dis- 
tricts, un resultat classique (voir Forsyth [F], Heifer et Kannai [H,K]) donne les 
facteurs determinants suivant la formule: 

^ - T~ q ~\ s a- 1. x k / q 

(Si £j{x) = 0(l/x) quand x — > alors Qj{x) = 0, ceci est en general vraie 
meme si l'hypothese de la caracteristique n'est pas verifiee). 

La caracteristique de L est au plus double si on a le resultat suivant: 
Soient £j(x), £ fe (x) et £ h (x) trois branches non bornees de zero de Pl, tels 

que x £j{x) est non bornee quand x — > et lim^ >o S,j(x)/^ k (x) = lim x >o 

£j(x)/£ h (x) — 1, alors ou bicn j = k, ou bien j = h, ou bien k = h. 

Dans ces conditions Hclfcr et Kannai [H, K] ont donne l'cxprcssion des facteurs 

determinants de L, selon le precede suivant. Soit Pl{x, X) defini par: 

P L (x,X)=P L (x,X) -l^P L ( x ,X) 

On designe par n — r l'indice caracteristique de L. Alors la derivee des facteurs 
determinants non nuls (moyennant une permutation), Q r +i, Qn de L, sont 
donnes par la formule: 

oil 

Vj(x) = YX=M{j) Pj.k x k/q (j = 1, ...,n) 

est le developpement formelle de Puiseux d'une branche r/j (x) de zero de Pl (x, X) 
Heifer et Kannai [H,K] ont donne l'expression des facteurs determinants d'un 
opcratcur differentiel de caracteristique au plus double. Ycbbou [Y] a repris le 
calcul des facteurs determinants d'un operateur d'ordre < 3. 
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1.2. Operateur d'Airy: 

Soient P n ct Q m deux polynomes de C[x] de degres respectifs n ct m. On 
pose: 

n m 
P n ^ ^ CLiX {d n — 1), Qm ^ ^ bjX^ , 
i=l j=0 



7 Ti m 

a = — , £(a, a; ) = 2a i a i -26y. 

x i=l j=0 

On designe par D = z-^, avec z = ^. 
On a: D = —x d. 

Comme, pour fc e N> , x k {-^) k = xd(xd - 1) ... (a;<9 - fc + 1), on a: 

a; n £(0,a;) = £?=i a^"^ - £™ ^ ^ + "- 
La forme de Frobenius Fuchs de (—1)" x n C(d,x) est: 



avec: 



£ (A«) = Efe=o c fc £p " fe > 



Z n Z 



fc 

c k = ^{-\) % -^a k -i,n-i pour fc = 0, n - 1, 



i=0 



ou: 



= :; Ei<r 1 < r2 <...<r k < r i''i r 2- r 'i- 
On designe par Pj,, le symbole de L,on a: 



n—k 



P L = Efe=0 C fe X 

Le polygone de Newton de Pl admet une seule pente a l'infini fj, = IL ^ L - On 
deduit, alors, que si £ est une branche de zero de Pl, son developpement de 
Puiseux est donne par: 



1.2.1. Proposition: L(D,z) est de caracteristique simple et ses facteurs 
determinants sont donncs par: 
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m+n— 1 



na fe 



fc=0 



n + m — k 



Preuve : Soit I- 1 ^, z) = ±L(D,z) = J^Lo h k(z){£) n ~ k - Les facteurs 
determinants de L et L 1 sont les memes, l'indice caracteristique aussi. Soit 
P L i(z,X) et P L (z,X) les symboles respectifs de L 1 et i, 77(2) unc branche de 
zero de Pj,i, et £(z) une branche de zero de Pj,, on note • la somme des 
monomes de valuation strictement inferieur a j dans le developpcment formelle 
de Puiseux de £. On a (moyennant une permutation), 

£<o = z (v<-i) 

en comparant les termes de plus petite valuation dans Pj,(z,£(z)) = 0, on a: 

a% = (-1)" b m 

L'operateur L est done de caracteristique simple et les facteurs determinants 
sont donnes par: 

„ dQ(z) _ c 1 b/n. 

D'011 resultat. 

Soit £ une branche de zero de Pl, le developpement de Puiseux de £ est 
donne par: 

«*) = IXo ^TT^EF = ^=0 

p L (z, ^)) = ELo = o 

On a: 

avec 

Pj,k+1 = Es=0 a s^ s i 

en comparant les termes de plus petite valuation dans Pl{z, £(z)) — on a: 

= -«-m+ir 
v(c„) = — n — in. 
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l er cas : m = qn (q > 1). 

SiO</c<m + nct/c^ riN, alors a k = 0, en effet /3 kn est le coefficient de 
m + n _k dans P L (2, £(z)) d'ou (3 k = 0. 
De meme: 

| = (-l)"6m- s si < s < q - 1 

Soit (a D , a„,..., a 9 „) une solution du systeme : 

^ | Am,n = {-l) n b m -s si 0<s<q-l 

on a: 

6m-l 



< = (-l) n 6 m , a n = (-iy 

■—a 

«2„ = (-ir^-^§^,etc... 



1.2.2. Proposition : 

Si to = qn (q > 1), les facteurs determinants sont donnes par: 

W = ^ + 7 Z + - + T Z 1 

avec (a Q , a n ,..., a qn ) solution du systeme (A) et dependent seulement de a„_i, 
b m - s (0 < s < g). 

2 eme cas : m = qn + r, q > 1 ct o < r < n. 
Soit J = {fc tel que 0<k<m + n 7 k^metk^. nN}. 
Si fc e J alors = 0, en effet (3 kn = 0. 

En comparant les termes de valuation comprise entre — to — n ct —m — n + q+1. 
On a: 

(g) | Psn.n = {-1) n b m -s si < S < q + 1 

Soit (a OJ a gn , a m , unc solution du systeme (S). 

On a: 

< = (-l)"6m , On - (-1)"^T 



/)«,, 



~ ^ L > na^ 1 2V a 2n-i, -,Ot m - „ ■ 



1.2.3. Proposition: Si to = qn + r, q > 1 ct < r < n les facteurs 
determinants sont donnes par: 

Q(z) = -rr^rlifWOJo + ^a n z + ... + -^-a qn z q + a m z^ + fa (g+1) „z« +1 ] 
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avec (a Q , a n ,..., a qn , a m , a( g +i)„) solution du systeme (B) et dependent seule- 
ment de a n -i, b m - s (0 < s < q + 1). 

1.2.4 Proposition: Soient V\ et V 2 deux D-modules, d'Airy de bidegre 
respectifs (m, mi) et (n 2 , m 2 ). On suppose que V\ est formellement equivalent 
a V 2 alors m = n 2 et m\= m 2 . 

Preuve : Si on note par tp l'isomorphisme formelle entre V\ et V 2 alors <p 
transforme une base formelle de Vien une base formelle de V 2 on a alors n\ = 
n 2 . La pente a Tinfini de V\ est " 1+mi d'ou rcsultat. 

Soient A\ et A 2 deux operateurs d'Airy de bidegre (n, m), Vi et leurs 
D- modules correspondant, on suppose que V\ est formellement equivalent a V 2 . 
Les facteurs determinants de A\ et A 2 (en les numerotants correctement) sont 
alors identiques. 

On designe par: 

A i = E"=i EjLo (°n = !) 

et A 2 = J27=i d * dl ~ I27=o h i xj ( d « = l ) 

1.2.5. Proposition: Si V/VAi est formellement equivalent a V/VA2 alors: 

i) Si m = qn, q > 1, on a: 

ffln-i = dn-i et 6 m _ fe = ft n _ fc pour < k < q 

ii) Si m — qn + r, q > 1 et < r < n, on a: 

a„_i = d„_i et 6 m _ fe = h m _ fc pour < k < q + 1. 

Preuve : Les facteurs determinants sont invariant par equivalence formelle, 
les systemes (.4) et (B) sont alors invariant, on utilise les propositions 1.2.2 et 
1.2.3 pour conclure. 

3 eme _cas: n = qm + r, q > 1 et < r < m. 
On a: 

£, <0 = zl \in [ao + a m z^ + ... + a( 9+ i) m z (9+1) ^ + a n z] 

Dans Pl(z,£(z)) = 0, seuls les termes de valuation comprise entre — m — n 
et — m — n + (q + l)m/n proviennent seulement des coefficients d'un facteur 
determinant. 

1.2.6 Proposition: n = qm + r, q>l,0<r<met VjVA\ formellement 
equivalent a V/VA\. Alors: 

a n - k = d n - k pour < k < q + 1. 
Preuve: 



7 



1 « +1 

ou £i est de valuation strictement superieur a (g + l)m/n 
on a: 

0o,n = (- 1 )" & ™ 
/?n,n = (- 1 )" 

et: 

Pl,n ~ a "-l/5o,ri-l = 
(S) { f3 2 ,n ~ a n-lPl, n -l+ a n-2(3 ,n-2 = 

^9+l,n _ a «-l/5 9 ,ri-l + a n-2/?g_l, n _2 + •• + a n-( 9 +l) A3,n-( 9 +l) = 

le systeme (<S) possede une solution unique (a n _i,..., a„_( 9+1 )) en fonction des 

Remarque: On obtient les resultats de cette proposition par une transfor- 
mation de Fourier de l'algebre de Weyl C[x,d}. 

1.2.7. Monodromie formelle . 

On pose D = z-^, 

on designe par L — Efc=o Cfe D n ~ k , c — 1, la forme de Frobenius- Fuchs de 
l'operateur d'Airy §1.2. 

On pose pour a e K, L a = £™ =0 c k (D + a) n - k . 

Si y est une solution de l'equation differentielle L{u) — 0, alors e~ f iy est 
une solution de l'equation differentielle L a (v) = 0. 
En effet: 

(D + a) k (e-^y) =e~^D k y. 
Si Q est un facteur determinant pour L donne par: 



7 dQ _ p 



on considcre l'operateur differentiel: 



on a: 



ou: 
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on a: 

^[fc+i] = ^[fc] +D(£ [k] ) 

^ = i, € w = e, e [21 = e 2 + ^ 

^[3] = £ 3 +3£D£ +D 2 £, etc .... 

^ = ELoc*Er=o fc ( "7* 

ce qui peut s'ecrire sous la forme 

n k 

Le = EE c *( T- \ )n [k - i] \D n - k 

k=0 i=0 

et 

i=0 

II est facile dc montrcr, par recurrence, le rcsultat suivant: 
^ = ^ + m^1)^-2^ +fffc(?j DCv--) D *-i c) 

ou g>fe est un polynome en k variables verifiant: 

v(g k (t, Dt,...,D k - 1 0>-(k-2)(l+ 

on a: 

, u(/ifc) = -k-kf si < fc < n - 1 
1 v(/i n )=«(ft n _i) = -n-m + l + s 

En effct: 

/in = Efc=0 Cfe ' 

en utilisant l'equation Pl(z, = et l'expression des £ k \ k = 0, n. 

On obticnt: 

= i^(n + m)ao l£l et t)(fc n ) > -n - m + ^ 

D 'autre part: 

hn-l=E7=0C t ( n n _- l _ i J^-fl 
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On a alors: 

n — 1 

| K-i = zn +Z a - 1 -m. + L avec 
v(l n ) > -n-m+l + f 

est alors d'indice caracteristique n — 1, l'equation indicielle est de degre 1. 
Soit = z~ x ivj(z) une solution formelle de l'equation differenticlle 

L^(u) = 0, on a: 

-Aj Ilttg -1 +(T = 

d'ou 

-Xj na^ 1 + ^(n + mjaj -1 = 

et 

A . = ^ (» + "*) 

exp(2inXj) est une valeur propre de la partie de la monodromie formelle attachee 
a Q. 

exp(2mXj) = (-1)™+""! exv (i^). 

2. Forme canonique d'une connexion d'Airy. 

Soient P n ct Q m deux polynomes de C[x] de degre respectif n et m (on 
suppose que P„ est unitaire). On considere l'operateur differentiel 

L = P n (d) +Q m {x) 

appelle operateur d'Airy de bidegre (n, m) correspondant a P n et Q m sur P 1 (C). 
Soit T le corps des series de Laurent formelle, si / 6 T alors / = J2jez h 7 ^ avec 
fj = pour \j\ suffisament grand. Soit T la cloture algebrique de J 7 , d'apres le 
thcoremc dc Puiseux on a: 

L'operateur L presente une seule singularity, elle est situee a l'infini et elle est 
irrcgulicrc. On pose z = ^ et on se refere a: 

/ z- 2 \ 

z- 2 

A = 

z- 2 

\ z- 2 Q m {\) aiz- 2 a n ^z- 2 J 

qu'on appelle connexion d'Airy associee a (P n , Q m ). 
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On se propose d'etudier une classe d'equivalence formelle de A, c'est a dire 
l'ensemble des 

£[A] = £ AC 1 + &C\ ou £ G Gl{n, £) et £/ = 

On determinera une forme canonique de cette classe d'equivalence et les 
coefficients de P n et Q m qui interviennent dans une reduction canonique de 
Babitt-Varadarajan [BV1]. 

Les facteurs determinants et la monodromie formelle de L peuvent etre cal- 
culer directement a partir de la forme canonique. 

On dennit {X n , Y n , H n } triplet standard par: 



/ 1 
1 



o \ 


1 

o J 



Yn 



( 

Cl 

V 



\ 



(appclle nilpotent principal), les Cj sont donne 



par Cj = j(n-j) 
I n- 1 



et H n 



Cn-l / 

1 < j < n 
n-3 



1. 



V 



les coefficients de la diagonale princi- 



pal sont fcjj = n + 1 — 2j. 



>-l) J 



Si H est une matrice semi-simple de Ql{n, C),n'ayant que des valeurs propres 
cnticrcs. On dcfinit l'elemcnt z H de Gl(n, J-) de la maniere suivante: Si A G Z 
est une valeur propre de H, et V\ est son sous espace propre associe, alors z H 
agit sur V\ par z x I. L'element z H commute avec tous les endomorphismes de 
C" qui commutent avec H. Si les valeurs propres de H sont des elements de 

(zijf, jU e Z, on dcfinit de la meme 



(i)Z, avec q G N>i. En ccrivant zi 



maniere z . On a, par exemple: z n — 



( 



V 



o 











-(«-!) 



i AkZ k , 



on remarquc que 



En ecrivant la matrice A sous la forme: A = J2 k= _ 
( \ 

qui est une matrice nilpotente. Le niveau principal 



-2 — 









\b m / 

(oil invariant principal), voir [BV1], est done strictement superieur a — m — 2. 
La transformation de "choix" (ou "Shearing") zi Hn appliquee a A donne un 
element de la classe d'equivalence formelle: 
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/ (n-l)fz- 1 z- 2+s \ 

y z -2- (n -l). Qm Q 0lJB -2-(n-2), a„_^" 2 - (n - l)!^" 1 y 

Le choix 5 = — — , donnc: 

(*) = A 1 = z-^- 2 ^^_ 2 + ... 

/ 1 \ 

avec A 1 _ 2 ^_ 2 = 1 

V b m o o y 

qui n'est pas nilpotente, on a alors Pinvariant principal de A est r = — ^ — 2. 

L'operateur A 1 : m._ 2 est semi-simple et admet n valeurs propres distinctes e^^bm, 

k = 1, ...,n (moyennant un choix de 6„). 

On note = £/Z(n, C) l'algebre de Lie de GL(n,C). On considere Taction 
adjointe de GL(n, C) sur Q, on a: 

ou £41 est le commutateur de A\. 

ad A\ est un isomorphisme sur \A\ , Q] ; utilisant les notations de Babitt-Varadarajan 
[BV1] on a: 

si V est un espace vectoriel complexe de dimension n 

V(T) = V ® c T, Ql{V{T)) = Gl(V) ® c T et GL{V(T)) = Aut^{V(T)). 
On note par O l'anneau des series de Laurent formellc d'ordre > 0. Si p E N>i, 
GL{V(0)) p designe le sous groupe des element de GL{V(0)) congru a / modulo 
z p . 

2.1. Lemme [BV1]: (projection spectrale) 

Soit A = A r z r + A r+1 z r+1 +... , r < -l,un clement dc Ql(V{F)), S 
l'ensemble des valeurs propres dc A r ; pour A e S, Pa la projection spectrale 
correspondante. II existe alors W G GL{V{0))\ tel que A^> = ^[A] commute 
avec tous les Pa; en effet si X est une composante semi-simple de A r , il existe 
Tfe unique dans [X, Q\ (k > 1) tel que si: 

^ = n^ =1 {I + z k T k ) = Lzm m ^ oc {I + z m T m ) ... (I + zTi) (1) 

alors A^ = ^[A] commute avec tous les Pa. 

Si Y e GL{V(0))\ est tel que A^ = Y[A] commute avec tous les Pa alors 
Y = W ct AW = U[AW] oil U e GL{V{0))-i commute avec tous les P A . 

Soit A une connexion de Ql(V(P)) definie par: A = J2t=s A rk z rk , avec 
rfe G Q, A rk ^ ct r s < —1. On appcllc niveau dc A la suite (r s , r s+ i,..., r m ) 
ou m est l'unique entier verifiant r m+ \ > — 1. 
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Exemple: Si m et n sont deux entiers naturels non nul et A = A^m__ 2 z n 2 + 
A- 2 z~ 2 + A-iz^ 1 + ... , avec A_rn_ 2 et A_ 2 non nuls alors le niveau de A est 
par definition le couple (— ^ — 2, —2). 

En general, les transformations successives 1+ z k Tk donnees dans le lemme 
peuvent changer le niveau d'une connexion. 

2.2. Definition : On appelle modele canonique une connexion de la forme: 
B = D ri z ri + D r2 z r2 + ... +D,. m z rm + Cz^ 1 , avec n < r 2 <...< r m < -1. 

Les operateurs D ri , D Tm et C sont des elements de Ql{V) qui commutent 

deux a deux et les D rj sont semi-simples. 

Babitt-Varadajan [BV1] ont montre que toute connexion dans Ql(V{3^)) est 
equivalente a un modele canonique. Le niveau (ri,..., r m ) du modele canonique 
est invariant par equivalence formelle, en particulier n est l'invariant principal. 
Deux modclcs canoniqucs definis par: 

(D ri ,..., D rm , C) et (D' ri ,..., D' rm , C) 

sont dans la meme classe d'equivalence formelle si et seulement si pour k > 1 

(A-!,-, A- m ,exp27rafc C) et (D' ri ,..., D' Tm , exp 2mk C) 

sont dans la meme GL(V)-orbite. 

Dans la suite on etudiera un modele canonique d'une connexion d'Airy, on 
determinera les coefficients et bj de l'operateur qui interviennent dans la 
reduction canonique. 

Soit A 1 la connexion de Ql{V(^)) donnee dans §2. (*) par: 
A 1 = A\ z r + A\ +1 z r+1 + ... , avec r = - 2. L'espace Q A i est definie 
par: 



K G G A i <f=> K 



( Oil a>2 oi n \ 

b m a n ai 

a>2 

V fe m«2 b m a n ai J 



avec ai E C 



ad A i est inversible sur {A\, Q], il existe alors un operateur Ti unique dans {A\, 
Q] tel que: 

(7 + zT x ) [A 1 ] =A 2 =Alz r + A 2 r+1 z r+1 + avec 
A 2 r+1 = A\ +1 - [A]., T t ] e Q A i 

en effet, A 1 = A\ z r + Al +1 z r+1 + ... , Pequation {I + zT x ) [A 1 ] = A 2 est 
equivalente a: 

(I + zT^A]. z r + Al +l z r+1 + ...) = A 2 (I + zT x ) -Ti 

en ecrivant: 
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A 2 =A 2 r z r + A 2 r+1 z r+1 + ... 



et en comparant les coefficients des z l , i > r, on obtient: A}, = A 2 ct A 2 +1 = 
A l+\ - \ A l> T i]- Commc Q = g A i © [Al,g], et ad A i est inversiblc sur [Al,g], 
if existc un unique T x dans [^4*>£] tel que A 2 +l e Q A i. 
on remarquera que si 6 m _i ^ alors 



car smon A r+1 



/ \ 





\ 6 ro _i / 



serait dans [A*, </] ce qui est absurde. Ceci nous permet deja de remarquer que 
si r+1 figure dans le niveau de A 1 , il figure aussi dans le niveau de A 2 = (l+zT\) 
[A 1 ]. On peut calculer exactement T\ et donner la forme explicite de A 2 . 
L'operateur Ti est donnee par: 



Ti 



nb r , 



( 

-1 



\0 



\ 


■(n-1) / 





f 





1 \ 


bm-l 






1 


nb m 







1 




\ 


6 m 


0/ 



4 2 



En general, pour k > 1, on a: 

On peut, aussi, retrouver directement les coefficients de ^4 2 par: 

(1 + zTi) [A 1 ] = ,4 2 
/ Pl (z) \ 






p n -x{z) 

V 1o(z) qi(z) q n -l(z) J 



m 
2^ 



z- x H n + 



avec: 



(1 - (j l)zfc)(l jz^)- 1 , 1 < j < n - 1 



«,(*) = z- 2+ ^("^)g m (i)(i - (n - 1)^), 

g fc (s) - a fc z- 2 +v(«-i-fc)(l - ( n - 1)*^)(1 - kz b -^)~\ 1 < fc < n - 1, 
tfn-i(z) = a n -iz -2 

En developpant au voisinage de les fonctions pi ct qj on obtient les coefficients 
dc^ 2 . 
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Pour construire d'autre transformation du type 1 + z Tk, k > 1, il est 
necessaire de considerer les cas m > n, m < n et m = n. 

L 'etude des coefficients de la connexion A montre que les coefficients qui peuvent 
intervenir dans le modele canonique dans le cas n = qm + s, q > 1, < s < m; 
sont b m , b m -i, a n -i,..., a n -(q+i)- Dans le cas m = qn + s, q > 1, < s < m, 
sont o„_i, b m ,..., & m _( 9+1) . Enfin, dans le cas m = qn sont b m , 6 m _i, b m - q , 
a-n-1- 

2.3. Proposition : 

Soit A une connexion d'Airy de bidegre (n, m), m = nq + s, q > 1, < s < n. 
II existe alors des operateurs Tk, 1 < k < q + 1, et Tm unique dans [A r , Q], tel 
que la connexion: 

A« +1 =(I + z" +1 r 9+1 )(/ + z » Tm)(I + z%) ...(J + «Ti)[A] 
soit donnce par : 

= (z r + ai +...+ z^ 1 ) A r + z" 2 ^/ + z" 1 (*) +... 

Les coefficients «i, ...,a g +i dependent seulement de b m ,..., 6 m _( 9+ i). 

Preuve : On etablit, d'abord, l'existence de Ti. Puis, de la meme maniere on 
montre l'existence des Tk, (2 < k < q), les transfrormations I+z k Tk conservent 
les coefficients de z r+t ( < t < k — 1) et changent le coefficient de z r+k en 
un clement de Qa t et modifient les coefficients de z r+t ( t > k + 1). Enfin les 
operateurs Tfc sont diagonaux et dependent seulement de b m ,-.-, b m -k- 
En effet le coefficient de z r+k dans A k ~ x est de la forme 

/ * \ 
0*0 
* 
\ * / 

seul les coefficients de la i-eme ligne (i + l)-eme colonne + 1)), et n— erne 
ligne premiere colonne (n, 1) sont eventuellemcnt non nul. On a, 

il existe Tk unique dans [A r , Q\, tel que l'operateur A k +k e Qa t - L'operatcur Tk 
est diagonale (seul les elements de la diagonale principale interviennent), et une 
iteration simple montre que Tk depend seulement de b m , .., b m _k- L'hypothese 
m = nq + s, s ^ 0, entraine directement que les coefficients de z _1 et z~ 2 nc 
sont pas affectes par la transformation I+z k Tk. 

On peut toujours choisir une branche de £" = z, et choisir X dans GL(V(0))\ 
de facon a reduire la connexion A. 
Soit 



A k-\ _ 

^-r+k — 
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At = (I + ziT q )...(I + zT 1 ) [A] 



(z r + a lZ r+1 + ...+ a q z r +i)A r 





' 























v 


fl n-l , 







In 



II existe, dans \A r , Q] , un operateur Tm. unique tel que le coefficient A " 2 de z 2 
dans (7 + z^)[A q ] = A^ soit dans Q Ar , 



A^ = [T^,A r ]+ \&g A 




etA- 2 = ^I. 

Le coefficient dc dans A^ , soit ^4" x _^ = A q _ 1 _^ct = [T™, A r ] 

— ^H n est une matrice diagonale. 

II existe T q+ i unique dans [A r , Q] tel que le coefficient A q ^ 1 _ JL de z~ 1- « dans 
(7+z9 +1 T g+1 ) [An] = Ai +1 est dans Q Ar . 

Ai+ii = + [T,+i, A r ], avec 

0*0 

A V, = ( 

* 0.. 

L'operateur T q+ \ est alors diagonal et A q ^ 1 _ ± = a q +i A r . 

2.4. Theoreme : II existe U dans GL(V(^)) tel que: 

U[A] = B = diag(qi(z),...,q„(z)) + (n + m)^ 1 /, 

oil qi,...,q n sont des polynomes enz^ de degre m + 2n et dont les coefficients 
sont des fonctions de a„_i, 6 m , b TO _i,..., 6 m _( 9+ i). 

Preuve : 

On applique la proposition 2.3 puis le lemme 2 [BVI] page 44 et le theoreme 
[BVl] page 45, la connexion A est alors equivalente sur *fi a: 

B 1 = (z r + ai z r+1 +...+ a q+1 z r +i)A r + ^z- 2 I + z~ x C 

L'operateur A r est semi simple et commute avec C, du pragraphe 1.2.7, on 
deduit que ^^(n + m) est l'unique valeur propre de C . II existe alors une base 
de V dans laquelle A r est diagonal et C est equivalente a (^f )( n + m )I- 

Remarque: Les facteurs determinants sont donnees par: 
Qi(z) — J qi(z)dz (la constante d'integration est nul). 
La monodromie formelle est donnee par exp(2mC). 
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